Малые движения и нормальные колебания плоского маятника с полостью, заполненной несколькими капиллярными вязкими жидкостями by Дудик, О.А.
ISSN 1683-4720 Труды ИПММ НАН Украины. 2009. Том 19
УДК 517.9:532
c©2009. О.А. Дудик
МАЛЫЕ ДВИЖЕНИЯ И НОРМАЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПЛОСКОГО
МАЯТНИКА С ПОЛОСТЬЮ, ЗАПОЛНЕННОЙ НЕСКОЛЬКИМИ
КАПИЛЛЯРНЫМИ ВЯЗКИМИ ЖИДКОСТЯМИ
В работе рассматривается плоская задача о малых движениях и нормальных колебаниях гидро-
механической системы, состоящей из маятника, содержащего полость, целиком заполненную си-
стемой из капиллярных вязких жидкостей. Дается постановка начально–краевой задачи, которая
приводится к задаче Коши для абстрактного параболического уравнения. Доказывается теорема
о сильной разрешимости рассматриваемой проблемы. Далее исследуются нормальные колебания
гидросистемы. Приведены свойства решения спектральной задачи.
Введение. Задачи о малых движениях жидкости в сосуде в условиях, близ-
ких к невесомости, изучались в шестидесятые-восьмидесятые годы прошлого века
в многочисленных статьях. Примененные в работе подходы в значительной степени
повторяют подходы из [1] и [2] с некоторыми усложнениями, возникшими в связи с
наличием системы жидкостей.
1. Математическая постановка задачи. Будем считать, что в плоскости
O y2 y3 расположен маятник, который имеет полость Ω ⊂ R2, заполненную систе-
мой из m+1 несмешивающихся капиллярных вязких жидкостей. Они расположены
одна на другой таким образом, что жидкость наибольшей плотности ρ1 занимает
наинизшее (по отношению к ускорению силы тяжести ~g) положение, выше распо-
лагается жидкость, следующая по плотности и т. д.; иными словами, выполнены
неравенства
ρ1 > ρ2 > . . . ρm+1 > 0. (1)
Обозначим через Ωk область, занимаемую в состоянии покоя жидкостью плотности
ρk, k = 1,m+ 1. Твердую стенку S = ∂Ω сосуда Ω разобьем на участки Sk, при-
мыкающие к Ωk, k = 1,m+ 1. Нормали ~nq к границам раздела Γq между q-ой и
(q + 1)-ой жидкостями направим внутрь (q + 1)-ой жидкости, q = 1,m.
Пусть µk > 0 (k = 1,m+ 1) – динамические вязкости жидкостей, которые пред-
ставим в виде µk = ρ0k ν, где ν > 0 – некоторая средняя кинематическая вязкость
системы, а величины ρ0k имеют размерность плотности. Будем считать параметры
ρ0k фиксированными, а ν > 0 – переменным параметром, в частности, будем рас-
сматривать и предельные случаи, когда ν → +0, ν → +∞.
Обозначим через ~uk(t, x) (x ∈ Ωk; k = 1,m+ 1) поля скоростей жидкостей, а
pk(t, x) – динамические давления, т. е. отклонения полных давлений Pk(t, x) в Ωk от
равновесных давлений P0k(t, x), отвечающих состоянию покоя системы. Будем счи-
тать, что в процессе малых колебаний на систему кроме внешнего гравитационного
поля действует малое внешнее поле массовых сил ~fk = ~fk(t, x).
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Будем считать, что маятник, закрепленный в точке O, которая является нача-
лом неподвижной декартовой системы координат O y1 y2 y3, совершает малые дви-
жения относительно оси O y1. Как описано в [1], для описания плоских движений
данной гидромеханической системы введем наряду с неподвижной системой коор-
динат также подвижную систему координат Ox1 x2 x3, жестко связанную с телом;
Ox1 = O y1. В состоянии покоя центр масс C всей системы расположен на одной
вертикали с полюсом O и имеет координаты (0,−l), где l > 0 – длина вектора OC.
В процессе движения маятника положение подвижной системы Ox1 x2 x3 относи-
тельно неподвижной системы O y1 y2 y3 будем задавать с помощью вектора углового
перемещения маятника ~δ = δ1~e1 (~e1 – орт системы Ox1 x2 x3).
Тогда задача о малых колебаниях маятника с полостью, заполненной системой
из несмешивающихся капиллярных вязких жидкостей, формулируется следующим
образом:
ρk
∂ ~uk
∂t
+ ρk
(
d ~ω
dt
× ~r
)
+∇pk = µk4~uk + ρk ~fk, div~uk = 0 (в Ωk), (2)
~uk = ~0 (на Sk; k = 1,m+ 1), ~uj+1 = ~uj (на Γj ; j = 1,m), (3)
pj − pj+1 + 2ν
(
ρ0j+1u
j+1
3,3 − ρ0juj3,3
)
= −Ljζj − (ρj − ρj+1) g
[(
~δ × ~r
)
· ~e3
]
:=
:= σj ∆Γj ζj + σj k
2
j ζj − (ρj − ρj+1) g cos ̂(~nj , ~e3) ζj− (4)
− (ρj − ρj+1) g
[(
~δ × ~r
)
· ~e3
]
(на Γj ; j = 1,m),
ν ρ0j
(
uj2,3 + u
j
3,2
)
− ν ρ0j+1
(
uj+12,3 + u
j+1
3,2
)
= 0 (на Γj ; j = 1,m), (5)
∂ ζj
∂t
= ujn := ~uj · ~nj = ~uj+1 · ~nj (на Γj ; j = 1,m),
d~δ
dt
= ~ω, (6)∫
Γj
ζj dΓj = 0, ζj = 0 (на ∂ Γj ; j = 1,m), (7)
m+1∑
k=1
ρk
d
dt
∫
Ωk
(~r × ~uk) dΩk + J d~ω
dt
+ α ~ω + mg l ~δ−
−g
m∑
j=1
(ρj − ρj+1)
∫
Γj
(~e3 × ~r) ζj dΓj = ~M(t). (8)
Здесь ~r = x2 ~e2 + x3~e3 – радиус-вектор точки области Ωk, k = 1,m+ 1; диффе-
ренциальный оператор Lj такой, что Ljζj := −σj ∆Γj ζj − σj k2j ζj + (ρj − ρj+1) g
cos ̂(~nj , ~e3) ζj ; ζj(t, ξ) – функции, заданные на Γj и определяющие отклонения вдоль
нормалей ~nj к Γj возмущенных движущихся кривых Γj(t) от равновесных кри-
вых Γj ;σj – коэффициенты поверхностного натяжения на Γj(t);4Γj – оператор
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Лапласа-Бельтрами, определенный на функциях, заданных на Γj ; kj – кривизны
Γj ; m := mт+
m+1∑
k=1
(mж)k – масса всей системы, равная сумме массы тела mт и массы
всех жидкостей
m+1∑
k=1
(mж)k, (mж)k = ρk |Ωk|; ~M(t) – главный момент относительно
O всех внешних сил, кроме гравитационных, действующих на тело с жидкостями;
J := Jт +
m+1∑
k=1
(Jж)k > 0 – компонента тензора инерции тела Jт и тензоров инерции
жидкостей (Jж)k (k = 1,m+ 1), ~ω = ω1~e1 – вектор угловой скорости всей системы.
Для полной математической формулировки начально-краевой задачи к уравне-
ниям (2)–(8) следует добавить начальные условия:
~uk(0, x) = ~uk 0(x) (x ∈ Ωk; k = 1,m+ 1), ζj(0, ξ) = ζ0j (ξ) (ξ ∈ Γj ; j = 1,m),
~ω(0) = ~ω 0, ~δ(0) = ~δ 0.
(9)
2. Гильбертово пространство наборов векторных полей L̂2(Ω). Для зада-
чи о малых движениях системы из несмешивающихся вязких жидкостей естественно
требовать, чтобы кинетическая энергия системы была конечна. Это означает, что
для набора полей скоростей û := {~uk(x)}m+1k=1 должна быть конечна норма
‖û‖2Ω =
m+1∑
k=1
ρk
∫
Ωk
|~uk(x)|2 dΩk. (10)
Обозначим совокупность таких наборов через L̂2(Ω), и тогда û ∈ L̂2(Ω). Соответ-
ственно скалярное произведение в гильбертовом пространстве L̂2(Ω) определено по
закону
(û, v̂)Ω :=
m+1∑
k=1
ρk
∫
Ωk
~uk(x) · ~vk(x)dΩk (11)
для любых наборов вектор-функций û := {~uk(x)}m+1k=1 и v̂ := {~vk(x)}m+1k=1 из L̂2(Ω).
В случае движения системы жидкостей в произвольной области Ω имеет место
ортогональное разложение пространства L̂2(Ω), аналогичное разложению простран-
ства вектор-функций ~L2(Ω) (см. [3]).
Лемма. Пусть область Ω разбита на подобласти Ωk, как это было описано
выше. Если границы ∂Ωk липшицевы, то справедливо ортогональное разложение
L̂2(Ω) := Ĵ0,S(Ω)⊕ Ĝ0,Γ(Ω), (12)
Ĵ0,S(Ω) :=
{
v̂ ∈ L̂2(Ω) : div~vk = 0 (в Ωk),
~vk · ~n = 0 (на Sk), ~vj · ~nj = ~vj+1 · ~nj (на Γj)} , (13)
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Ĝ0,Γ(Ω) :=
{
ŵ = {~wk}m+1k=1 ∈ L̂2(Ω) : ~wk = ∇ϕk (в Ωk),
k = 1,m+ 1, ρj ϕj − ρj+1 ϕj+1 = 0 (на Γj), j = 1,m
}
. ¤ (14)
Ортогональное разложение (12) далее будет существенно использовано при ис-
следовании проблемы малых движений рассматриваемой гидромеханической систе-
мы.
Со скоростью диссипации энергии системы вязких жидкостей связан билиней-
ный функционал
Ê (û, v̂) :=
m∑
k=1
µkEk (~uk, ~vk) , (15)
E(~u, ~u) :=
1
2
∫
Ωk
3∑
q,j=2
(
∂uq
∂xj
+
∂uj
∂xq
)2
dΩk, (16)
и естественно рассматривать такие движения жидкостей, для которых Ê (û, v̂) <∞.
Также нам понадобится пространство Ĵ10,S(Ω), плотно вложенное в Ĵ0,S(Ω),
Ĵ10,S(Ω) :=
{
û = {~uk(x)}m+1k=1 : div ~uk = 0 (в Ωk), ~uk = ~0 (на Sk),
Ek (~uk, ~vk) <∞ (k = 1,m+ 1), ~uj = ~uj+1 (на Γj ; j = 1,m)
}
. (17)
3. Переход к дифференциальному уравнению в гильбертовом про-
странстве. Переходя к исследованию начально-краевой задачи (2)–(9), восполь-
зуемся методами функционального анализа и подходами, описанными для случая
одной жидкости в [1], а также ортогональным разложением (12).
Будем считать, что наборы векторных полей скоростей жидкостей û :=
{~uk(t, x)}m+1k=1 при каждом t являются элементами гильбертова пространства L̂2(Ω)
с нормой (10) и скалярным произведением (11). Будем трактовать набор соотноше-
ний (2) как одно уравнение в гильбертовом пространстве L̂2(Ω). Тогда уравнения (2)
можно коротко записать в виде
∂û
∂t
+
d̂~ω
dt
× ~r = −5̂ρ p+ ν
(
4̂u
)
+ f̂ , div ~uk = 0 (в Ωk), (18)
где
d̂~ω
dt
× ~r :=
{
d~ω
dt
× ~r
∣∣∣∣
Ωk
}m+1
k=1
, ν
(
4̂u
)
:= ν
{
ρ0k
ρk
~uk
}m+1
k=1
, (19)
f̂ :=
{
~fk(t, x)
}m+1
k=1
, 5̂ρ p :=
{
ρ−1k ∇pk(t, x)
}m+1
k=1
. (20)
Как следует из условий соленоидальности полей ~uk(t, x) в Ωk, см. (18), усло-
вий (3), а также из определений подпространств Ĵ0,S(Ω) и Ĝ0,Γ(Ω) (см. (13), (14)),
для решения задачи (2)–(9) выполнены свойства
û(t, x) ∈ Ĵ0,S(Ω), 5̂ρ p ∈ Ĝ0,Γ(Ω)⊕ Ĝh,S(Ω) =: Ĝ(Ω), (21)
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где
Ĝh,S(Ω) = {v̂ = {~vk(x)}m+1k=1 ∈ L̂2(Ω) : ~vk = ∇ϕk, ∆ϕk = 0 (Ωk), k = 1,m+ 1,
∂ϕk
∂n
= 0 (Sk),
∂ϕj
∂nj
=
∂ϕj+1
∂nj
(Γj),
∫
Γj
(ρjϕj − ρj+1ϕj)dΓj = 0,
∫
Γm
ρm+1ϕm+1dΓj = 0}.
(22)
Отсюда следует, что 5̂ρ p можно искать в виде
5̂ρ p = 5̂ρ κ + 5̂ρ ϕ, 5̂ρ κ =
{
1
ρk
∇κk(t, x)
}m+1
k=1
∈ Ĝ0,Γ(Ω), (23)
5̂ρ ϕ =
{
1
ρk
∇ϕk(t, x)
}m+1
k=1
∈ Ĝh,S(Ω). (24)
Подставляя представления (23), (24) для 5̂ρ p в (18) и применяя к обеим ча-
стям (18) ортопроекторы P̂0,S и P̂0,Γ на подпространства Ĵ0,S(Ω) и Ĝ0,Γ(Ω) соответ-
ственно, получаем соотношения:
d û
dt
+ P̂0,S
(
d̂~ω
dt
× ~r
)
= −5̂ρ ϕ+ ν P̂0,S
(
4̂u
)
+ P̂0,S f̂ , (25)
P̂0,Γ
(
d̂~ω
dt
× ~r
)
= −5̂ρ κ + ν P̂0,Γ
(
4̂u
)
+ P̂0,Γ f̂ . (26)
Здесь символом d/dt обозначена производная по времени t от функции переменной
t со значениями в гильбертовом пространстве.
Как видно из (26), поле ∇̂ρ κ вычисляется по найденному решению ~ω(t) и û(t, x),
которые можно получить независимо из уравнения (25). Поэтому в дальнейшем
можно ограничиться рассмотрением лишь уравнения (25).
Преобразуем теперь с учетом разложений (12)–(14) первую группу динамиче-
ских условий (4). Это осуществляется так же, как было проделано ранее для одной
жидкости (см. [1]).
Из (7) следует, что при любом t ≥ 0 ζj ∈ L2,Γj :=
{
ζj ∈ L2(Γj) :
∫
Γj
ζjdΓj = 0
}
– подпространствам в L2(Γj) коразмерности 1, состоящих из элементов ζj , удовле-
творяющих условию сохранения объема жидкости в процессе малых движений.
Поэтому θj ζj = ζj , θj : L2(Γj)→ L2,Γj – ортопроекторы на L2,Γj ,
θj ϕj := ϕj− | Γj |−1
∫
Γj
ϕj dΓj , ∀ϕj ∈ L2(Γj) (j = 1,m) . (27)
Далее введем операторы Bj по закону
Bj ζj := θj Lj θj ζj , ζj ∈ D(Bj) = H2(Γj) ∩H10 (Γj) ∩ L2,Γj , (28)
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где дифференциальное выражение Lj определено в (4), а граничное условие (7)
учтено выбором D(Bj).
Лемма. Оператор B̂σ = diag{Bj}mj=1 : D(Bj) ⊂ L2,Γj → L2,Γj неограничен,
самосопряжен и ограничен снизу. Его квадратичная форма имеет вид
m∑
j=1
(Bj ζj , ζj)0 =
m∑
j=1
∫
Γj
[
σj
∣∣∇Γjζj∣∣2 + aΓj |ζj |2] dΓj , ζj ∈ D(Bj), (29)
где
aΓj := −σj k2j + (ρj − ρj+1) g cos ̂(~nj , ~e3).
∇Γjζj – градиенты функций ζj, заданных на Γj (j = 1,m). ¤
Используя введенный в (28) оператор B̂σ = diag {Bj}mj=1, перепишем краевое
условие (4) в виде:
ϕj −ϕj+1+2ν
[
ρ0j u
j
3,3 − ρ0j+1 uj+13,3
]
= −Bj ζj − (ρj −ρj+1) g θj
[
(~δ × ~r) · ~e3
]
(на Γj).
(30)
В (30) учитывается, что
pj − pj+1 = ϕj − ϕj+1 (на Γj),
∫
Γj
(pj − pj+1) dΓj (j = 1,m). (31)
Далее, аналогично тому, как было описано в [1], воспользуемся двумя вспомога-
тельными задачами С.Г.Крейна для того, чтобы от задачи (2)–(9) перейти к зада-
че Коши для дифференциально-операторного уравнения в некотором гильбертовом
пространстве.
Будем искать решение исследуемой задачи в виде
û = v̂ + ŵ, ∇̂ρ ϕ = ∇̂ϕ(1) + ∇̂ϕ(2), (32)
∇̂ϕ(1) =
{
1
ρk
∇ϕ(1)k
}m+1
k=1
, ∇̂ϕ(2) =
{
1
ρk
∇ϕ(2)k
}m+1
k=1
.
Тогда можно проверить, что исходная задача (2)–(9) равносильна системе урав-
нений и начальных условий
dv̂
dt
+
dŵ
dt
+ P̂0, S
(
d̂~ω
dt
× ~r
)
+ νÂv̂ = P̂0, S f̂ , (33)
dŵ
dt
+
1
ν
V̂ B̂σ γ̂n (v̂ + ŵ) +
g
ν
4̂ρ V̂ θ̂ [(~ω × ~r) · ~e3] = ~0, (34)
ρ̂
d
dt
∫
Ω
(~r× (v̂ + ω̂)) dΩ + J d~ω
dt
+ α ~ω + mg l ~δ − g4̂ ρ
∫
Γ
(~e3 × ~r) ζ̂ dΓ = ~M(t), (35)
77
О.А. Дудик
dζ̂
dt
− γ̂n (v̂ + ŵ) = 0, (36)
d~δ
dt
− ~ω = ~0, (37)
ŵ(0) = ŵ0, v̂(0) = v̂0, ζ̂(0) = ζ̂0, ~δ(0) = ~δ0, ~ω(0) = ~ω0. (38)
Здесь Â и V̂ – операторы первой и второй вспомогательных задач С.Г.Крейна,
v̂ = ν−1Â−1 f̂u, ŵ = ν−1V̂ ψ̂,
ρ̂ := diag (ρk Ik)
m+1
k=1 , 4̂ρ := diag ((ρj − ρj+1) Ij)mj=1 ,
ζ̂ := {ζj(t)}mj=1 ∈ L̂2,Γ := ⊕mj=1L2,Γj θ̂ := diag{θj}mj=1,
γ̂nû =
{
(~uj · ~nj)Γj
}m
j=1
, û = v̂ + ŵ, û ∈ Ĵ10, S(Ω). (39)
Задача (33)–(38) является исходным пунктом исследования проблемы разреши-
мости начально-краевой задачи (2)–(9) методами теории уравнений в гильбертовом
пространстве.
Лемма. Пространство Ĵ10, S(Ω) имеет ортогональное разложение
Ĵ10, S(Ω) = N̂1(Ω)⊕ M̂1(Ω), (40)
где подпространство
N̂1(Ω) :=
{
v̂ ∈ Ĵ10, S(Ω) : γ̂nv̂ = 0
}
, (41)
а ортогональное дополнение M̂1(Ω) – подпространство слабых решений второй
вспомогательной задачи С.Г.Крейна при любых ψ̂ = (0; ψ̂3), ψ̂3 = ψ̂n =
(
Ĥ
1/2
Γ
)∗
.
Соответственно пространство Ĵ0, S(Ω) = Â1/2 Ĵ10, S(Ω) имеет ортогональное раз-
ложение
Ĵ0, S(Ω) := N̂0(Ω)⊕ M̂0(Ω) := Â1/2 N̂1(Ω)⊕ Â1/2 M̂1(Ω), (42)
N̂0(Ω) :=
{
v̂ ∈ Ĵ0, S(Ω) : γ̂nA−1/2v̂ = 0
}
. ¤
Введем в рассмотрение операторы
B̂ := Q̂∗ B̂σ Q̂, Q̂ := γ̂nÂ−1/2, Q̂∗ := Â1/2 V̂ , (43)
R̂ := B̂1/2 P̂ Â−1/2 : Ĵ0, S(Ω)→ M̂0(Ω), P̂ : Ĵ0, S(Ω)→ M̂0(Ω), (44)
R̂+ := Â−1/2 P̂ B̂1/2, D(R̂+) := D(B̂1/2) ⊂ M̂0(Ω), (45)
а также учтем, что
R̂+ = R̂∗ | D(B̂1/2), R̂+ = R̂∗ ∈ S∞(M̂0(Ω)). (46)
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Осуществляя в (33)–(38) замену ŵ = ν−1 R̂+ ẑ и учитывая, что справедливо со-
отношение
d
dt
(
R̂+ ẑ
)
= R̂∗
dẑ
dt
, (47)
от задачи (33)–(38) перейдем к задаче Коши для абстрактного параболического
уравнения.
Вместо (33)–(38) с учетом замены и (47) получаем задачу Коши для системы
уравнений:
dv̂
dt
+
1
ν
R̂∗
dẑ
dt
+ P̂0, S
(
d̂~ω
dt
× ~r
)
+ ν Âv̂ = P̂0, S f̂ , (48)
dẑ
dt
+ B̂1/2 Â1/2
(
v̂ +
1
ν
Â−1/2 B̂1/2ẑ
)
+ g 4̂ρ B̂−1/2 P̂ Q̂∗
[
θ̂ (~ω × ~r) · ~e3
]
= 0̂, (49)
ρ̂
d
dt
∫
Ω
[
~r × (v̂ + 1
ν
R̂+ẑ)
]
dΩ+J
d~ω
dt
+α~ω+mgl~δ−g 4̂ρ
∫
Γ
(~e3 × ~r) ζ̂ dΓ = ~M(t), (50)
dζ̂
dt
− γ̂n
(
v̂ +
1
ν
R̂+ẑ
)
= 0̂, (51)
d~δ
dt
− ~ω = ~0, (52)
ẑ(0) = ẑ0, v̂(0) = v̂0, ζ̂(0) = ζ̂0, ~δ(0) = ~δ0, ~ω(0) = ~ω0, (53)
которую можно переписать в виде задачи Коши для дифференциального уравнения
первого порядка в гильбертовом пространстве:
(A0 +R1)
dx
dt
+ (I +R2) B˜0 x+ B˜1 x = f˜(t), x(0) = x0, (54)
A0 = diag(Î; Î; J ; Î; I)À 0, B˜0 = diag(ν Â; ν−1 B̂; α; Î; I), R1, R2 ∈ S∞(Ĥ),
(55)
x(t) = (v̂; ẑ; ~ω; ζ̂; ~δ)t ∈ Ĵ0,S(Ω)⊕ M̂0(Ω)⊕ C⊕ L̂2,Γ ⊕ C := Ĥ, B˜1 ∈ L(Ĥ). (56)
4. О сильной разрешимости исследуемой проблемы. Задача (54)–(56) при-
водится к задаче Коши для абстрактного параболического уравнения в гильберто-
вом пространстве Ĥ:
dy
dt
= −(I + T )B̂0y − Ĉ0y + f̂0, y(0) = y0. (57)
Здесь
y = A1/20 x = (A
1/2
0 v̂; A
1/2
0 ẑ; A
1/2
0 ~ω; A
1/2
0 ζ̂; A
1/2
0
~δ)t, (58)
I + T := (I + R̂1)−1(I + R̂2), T ∈ S∞(Ĥ), f̂0 := (I + R̂1)−1A−1/20 f˜ , (59)
B̂0 := A
−1/2
0 B˜0A
−1/2
0 , B˜0 = diag(ν Â; ν
−1B̂; α; Î; I), (60)
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Ĉ0 = (I + R̂1)−1A
−1/2
0 B˜1A
−1/2
0 , R̂1 = A
−1/2
0 R1A
−1/2
0 , R̂2 = A
−1/2
0 R2A
1/2
0 . (61)
Здесь оператор −(I + T )B̂0 − Ĉ0 является генератором полугруппы, аналитической
в секторе, содержащей положительную полуось t > 0. Учитывая этот факт, сфор-
мулируем итоговый результат о сильной разрешимости исследуемой гидросистемы.
Теорема. Пусть в задаче (2)–(9) выполнены условия
~M(t) ∈ Cα([0, T ]; C), 0 < α ≤ 1, (62)
f̂(t, x) = {fk(t, x)}m+1k=1 ∈ Cα([0, T ]; L̂2(Ω)), û 0 ∈ Ĵ0, S(Ω), û 0 = v̂ 0 + ŵ 0, (63)
v̂0 ∈ D(Â) ⊂ Ĵ10, S(Ω), ŵ 0 ∈ M̂1(Ω) ⊂ Ĵ10, S(Ω), γn ŵ 0 ∈ D
(
B̂1/2σ
)
, (64)
ζ̂0 ∈ D(B̂σ) ⊂ L̂2,Γ, ~ω0 ∈ C, ~δ0 ∈ C. (65)
Тогда задача Коши (57) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ].
¤
Эта теорема позволяет дать достаточные условия разрешимости начально–краевой
задачи (2)–(9).
5. Нормальные колебания. Свойства решений спектральной задачи.
При f˜(t) = 0 для решений задачи (54)–(56), зависящих от t по закону exp(−λt),
приходим к спектральной задаче(
(I +R2) B˜0 + B˜1
)
x = λ (A0 +R1)x, x ∈ D(B˜0). (66)
Применяя методы из [3], приведем кратно общие свойства решений задачи (66).
10. Число λ = 0 не является собственным значением задачи (66).
20. Спектр задачи (66) дискретный с предельной точкой λ =∞.
30. Все собственные значения λ конечнократны и расположены, кроме быть мо-
жет, конечного их числа, в правой полуплоскости в секторе Λε := {λ ∈ C : |argλ| < ε}
при любом ε > 0.
40. Корневые (собственные и присоединенные) элементы задачи (66) образуют
базис Абеля–Лидского некоторого порядка α > 0.
50. В случае, когда квадратичная форма потенциальной энергии принимает отри-
цательные значения, можно установить, что имеет место обращение теоремы Лагран-
жа об устойчивости.
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